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Motivacao

Formulacao candnica para equacoes de Hamilton de
mesma forma.

Constantes de movimento sao destacadas nesse
formalismo.

Forma compacta de calculo.



Sistama dinamico descrito pela Hamiltoniana

H(g,p.t), q=@,---.qn), P=(P1s---, Pn)
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Da definicao do colchete de Poisson

[A,Bl= —— — ——
obtemos as relacoes

9i,q9;1 =0=[pi, pj] =0, 19i, pj] = dij,



Colchetes de Poisson

ou oOv ov du TP
[wv] =Y ( : ) Deflnlgao )
xr \0q, Op, 0q,; Op; u, v sao fungdes de q;, p
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4i = [qia H]

Analogamente B = [p., H] Equagoes de Hamilton

Z2=(q1 -39 P1s---sPn) > 2=[2 H]



Propriedades dos Cochetes

[u,v] = —[v, u]
[u + av, w] = [u, w] + alv, w]

[uv, w] = u[v, w] + [u, w]v

ldentidade de Jacobi

Mu, v], w] + [[w,u],v] + [[v,w],u] =0



Parauma funcao X = x(q, p, 1)

0y 0H 0y cH 0 0
Z(X : )+—X—[x,H]+ .
aql apl apz aqt ot at

dt
Se gy/dt =0 e [ %, H] =0 = )Y =constante

de movimento

Exemplo x=H
Se derivada parcial de H em relacao ao tempo for nula, a derivada
temporal total é nula e H é cte de movimento.
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Equacdes de Hamilton com Colchetes de Poisson

OH

1= 3, i = {¢H(ap)
. gH p = {p,H(g,p)}
P= Taq
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Para qualquer funcao f(qg, p)
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Para f(q, p, t) af(q,p,t):{f,H}Jra_{



Numa transformacao canonica de q, p para Q, P

Qj(q19 ""qua pla ""plht)a Pj(qla ---,qn, pl, ...,pn,t)

Os colchetes de Poisson sao candnicos e preservam a sua forma:

[Qi9 Qj]q.p:():[Pis Pj]q,pa [Qi, Pj]q§p:5ij, l,j:l,

1gi, pi]l = dij.

De forma geral, qualquer colchete preserva sua forma
numa transformacao candnica:

[F(E,1),G(E, D]z =[F(EE,1),1), G(EE, 1), 1)]e



Transformacoes Canobnicas Simples

Or = qk, Pr= pr Transformacao identidade

Qr = qrx — Ak, P, = p — b,. Mudanca da origem



Exemplos de tranformacgao candnica

Qk = Pk, P, = —k. Trocade q, p parap, q

Verificamos que

[Ok, Q1] = px, p1] =0,
[pka P[ — :_Qk, —CII] — [qk, ql] — Os
| Ok, Pl = [px, —qi] = lqi, px] = du.



Colchetes para o Momento Angular

Para um sistema com a Hamiltoniana

1
H = 7—(p3 + P2+ pH+ VX2 +y2+22,1) Forca central
zm | N

As componentes do momento angular sdo constantes de movimento

L, = XPy = YPx> L, =yp,— ZPy; L.\’ = {Px — APz

[H L,)=[H,L,|=[H,L,]=0 > Li=L,=L;=0

Os colchetes de componentes diferentes nao sao zero:

Ly, Ly] = L;, [Ly,L;] = L,, [L;,Lx] =L,



Um exemplo de Transformacao Candnica

Or = Pk, P = —qx

Pela definicao do colchete podemos obter:

[Ok, Q1] = pk, pt] =0,
[P, P = —qk, —qi] = lqk. 1] =0,
Ok, Pi] = [px, —qi] = lqi, px] = du.



Teorema de Poisson

Identidade de Jacobi [:f,[g,h]]-k [g,[II,f]]-F[/?,[f,g]] =0

Sendo h a Hamiltoniana e duas ctes de movimento f(q, p), g(q, p)

[&:h]=0 [h.f]=0 > [h[f.g]] =0

d/dt[f?g] =0 =» [f_g] Cte de movimento
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Laplace-Runge-Lenz vector

A p L=7rxp Momentos linear e angular
A=pxL—mkr

Consider the motion in the plane = — y or 7 — ¢ in polar coordinates and that L = 0,
L = mr?¢. Therefore,
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We can see that the Runge-Lenz vector is in the same plane as r and p due to the fact
that

A-L=(pxL)-L-"5r.1L
.
:p(LxL)_m_krr(rxp)
.
:O—mk(rxr)-p:()
T

A? = m?k? + 2mEL? Amplitude é constante como E, L.






Orbita Eliptica no plano x, y

Vetor de LRL em vermelho
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https://www.youtube.com/watch?v=a7hj_0r3_Ws

Laplace-Runge-Lenz vector You tube


https://www.youtube.com/watch?v=a7hj_0r3_Ws

Colchetes de Poisson

L. H] =0
A H] =0

Li, Lj] = €. L,

Li, Aj] = €ijrAx
Ai, A;l = —2mHe; ;. Ly,

7 ctes de movimento

€ijk  Tensor de Levi-Civita

Teorema de Poisson: colchetes de duas constantes de movimento
@ uma constante de movimento.



Tensor de Levi-Civita  Levi-civita symbol - Wikipedia

—1 if(i"?’ k) is (3’ 2’ 1)’ (1’ 3’ 2)’ or (2’ 1’ 3)’

+1 if(4,4,k)is (1,2,3),(2,3,1), or (3,1, 2),
Eijk =
0 ifi=j,orj=k,ork=1

€ = +1 para sequéncias anti horarias

€ = -1 para hohorarias 3 3 -1

" N

€130 = —€123 = —1

€312 = —€313 = —(—€123) =1
Exemplos B . (—e12s)

€231 = —€132 = —(—81--3) =1

€930 = —€y30 = 0



